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Arvores Balanceadas

* As arvores binarias de pesquisa sao, em alguns
caso0s, pouco recomendaveis para as operacoes
basicas (insercao, remocao e busca)

« Arvores binarias de pesquisa degeneradas
tornam as operacoOes basicas lentas O(n)



Arvores Balanceadas

- Arvore binaria completamente balanceada

— Ocorre quando a arvore esta cheia ou quase cheia com o nivel
n-1 completo

— Uma arvore binaria completa leva um tempo na ordem de O(log
n) para operagoes de insercao, remogao e pesquisa. O que €,
sem duvida, muito bom



Arvores Balanceadas

« Arvore binaria completamente balanceada

— ApOs uma insergao ou remogao a arvore pode deixar
de ser completa. A solugao seria aplicar um algoritmo
gue tornasse a arvore novamente completa, porém o
custo para realizar esta operacao seria de O(n)




Arvores Balanceadas

« Arvore binaria completamente balanceada

— Percebe-se que todos os nos tiveram sua posicao na
estrutura alterados

— Na maioria dos casos, utiliza-se arvores quase
balanceadas




Critérios para definir balanceamento

 Varios sao os critérios (metodos) para definir
balanceamento. Alguns sao:

— Restrigdes imposta na diferenca das alturas das
subarvores de cada no. Ex. AVL

— Reducao do comprimento do caminho interno da
arvore

— Todos os nos folhas no mesmo nivel



Arvores AVL

 Foram introduzidas por Adelson-Velskii e Landis
em 1962
* Sa0 baseadas em arvore binarias de pesquisa

A medida em que as operacoes de insercao e
remocao sao efetuadas a arvore € balanceada



Arvores AVL

* Definicao:
— Uma arvore binaria T € dita AVL quando, para

qualquer no v de T, a diferencga entre a altura das
subarvores esquerda h.(v) e direita h,(v) € no maximo

em modulo igual a 1.

OBS.: se uma arvore T € AVL, entao todas as
suas subarvores também sao AVL



Arvores AVL

« Balanceamento de um no

— O fator de balanceamento:

. E dado pela altura da subarvores da esquerda h.(v) menos a
altura da subarvore da direita hy(v) .

FB(V)= hy(v) - hy(V)




Arvores AVL

 NOs balanceados
— Sao aqueles onde os valores de FB sao -1, 0 ou 1

* FB(V):
+1: subarvore esquerda mais alta que a
direita
0: subarvore esquerda igual a direita

-1: subarvore direita mais alta do que a
esquerda



Arvores AVL
 Exemplos




Arvores AVL




Arvores AVL




Arvores AVL

 Exercicio 1 10
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« Determinar o fator de balanceamento de cada no

* Dizer se a arvore é AVL

» Verificar quais as possiveis posicoes para a insercao de elementos e
em quais posicoes de insercao, a arvore se mantém ou se torna AVL



Arvores AVL
e Exercicio 2

« Determinar o fator de balanceamento de cada né

* Dizer se a arvore é AVL

« Verificar quais as possiveis posi¢oes para a insercao de elementos e
em quais posicoes de insercio, a arvore se mantém ou se torna AVL



Arvore AVL de altura h

Qual o nimero minimo de nos? v
= Suponha altura(subesq(v)) = h-1

= Como queremos analizar o nimero I | |
minimo de nos

altura(subd(v)) = h-2 subarv de S“:ﬁ‘l:‘;ade
= &rvore AVL construida alr’:u1ra h-2
recursivamente: i

Seja T, uma arvore AVL de altura h
h=0T, tem0Onés:|T,|=0
h=1 |T,|=1
h=2 |T,|=1+[Tp4 |+ [ Th2|



Qual o numero minimo de nos?

0 0
! !
2 2
3 4
4 7
5 12
6 20
7 33




Qual o numero minimo de nos?

= Por observacao:
= 0 h-ésimo elemento da sequéncia de Fibonacci é:

F,=0 seh=0
F,=1 se h=1
F,=F, +F,, seh>1

analogo a |T,|, mas diferindo de 1: |T,|=F, +1

= pode-se provar que (exercicio 5.3) termo < 1
200 T seh>0

F.=1/V5[( (1+ V5)"/2) - ((1- V5)"/2)]
Tl = Fo+1



Qual o numero minimo de nos?

IT,| >1/V5[((1+V5)"/2) - ((1-V5)M/2)] - 1

fazendo a = ( (1+ V5)/2) temos

IT.| >1/V5ah-1

IT.|+1 >1/V5ah

log, (IT,| +1) >log, (a" V5)

log, (IT,|+1) >hlog,V5 (mudando para base 2)
log, (|T,| + 1)/ log,a>h V5

- h =0 (log n)



Insercao AVL

 Procedimento:

—Percorrer a arvore ate o ponto de insercao
(usando a operacao de busca)

—|nserir o novo elemento

—Balancear a arvore (quando necessario
fazer rotacoes)



Insercao AVL

Dada uma raiz r com sub-arvores L (left) e R (right), e
supondo que a insercao deve ser feita na subarvore da
esquerda (L)

Existem 3 casos possiveis:

1. Se hL = hR, entdo L e R ficam com alturas diferentes mas
continuam balanceadas.

2. Se hL <hR, entao L e R ficam com alturas iguais e
balanceamento € melhorado.

3. Se hL > hR, entao L fica ainda maior e balanceamento é violado
-> necessita ser balanceada



Insercao AVL

Da mesma forma, dada uma raiz r com sub-arvores L
(left) e R (right) em que a insergcao deve ser feita na
subarvore da direita (R)

Existem 3 casos possivels:

1. Se hL = hR, entdo L e R ficam com alturas diferentes mas
continuam balanceadas.

2. Se hL > hR, entao L e R ficam com alturas iguais e
balanceamento € melhorado.

3. Se hL < hR, entao R fica ainda maior e balanceamento é violado
-> necessita ser balanceada



Exemplo

O
O ©
ONNO

* Insercao de chaves 9 e 11 pode ser feita sem
balanceamento (inclusive, melhorando o
balanceamento da arvore)

* |nsercao de chaves 1, 3, 5 e 7 exigem o re-
balanceamento da arvore



Nos desbalanceados

* NOs desregulados ou desbalanceados
— Sao aqueles onde os valores de FB sao diferentes de -1, 0 ou 1

* FB(V):
>1: subarvore esquerda esta
desbalanceando o n6 v

<-1: subarvore direita esta desbalanceando
onov



Rebalanceamento

 Quando uma insercao ou remocao realizada
em um no altera o balanceamento da arvore,
€ necessario efetuar uma transformacao na
arvore, tal que:
— O percurso em ordem fique inalterado em relacao

a arvore desbalanceada. Isto €, a arvore continua
a ser uma arvore binaria de pesquisa

— A arvore transformada saiu de um estado de
desbalanceamento para um estado de
balanceamento



Rebalanceamento

* Os problemas de balanceamento das arvores
AVL podem ser mapeados em dois casos:

— Caso 1: 0 no6 raiz de uma subarvore tem FB=2 (ou -2)
e tem um filho com FB =1 (ou -1), ou seja, com o
mesmo sinal que o FB do no pai.

— Caso 2: 0 no6 raiz de uma subarvore tem FB=2 (ou -2)
e tem uma um filho com FB = -1 (ou 1), ou seja, com o
sinal oposto ao FB do no pai.



Insercao - Caso 1

* NO raiz da subarvore tem FB=2 (ou -2) e tem filho com FB=1 (ou
-1) o qual tem o mesmo sinal que o FB do no pai

« Solucao: rotacao simples sobre o n6 de FB=2 (-2).

— Rotacgdes sao feitas a esquerda quando FB negativo, e a
direita quando FB positivo.




Insercao - Caso 1a

T
0
~~
&L
I

2
1

FB(4) =

Rotacao simples
a direita




Insercao - Caso 1b

a esquerda




Insercao - Caso 2

* NO raiz da subarvore tem FB=2 (ou -2) e tem filho com FB=-1 (ou
1) o qual tem o sinal oposto ao do FB do no pai

« Solucdo: rotacao dupla
— Primeiro a rotacao sobre o n6 com FB=1 (-1) na direcao
apropriada;
— Em seguida, a rotagao sobre o n6 com FB=2 na direcao oposta.




Insercao - Caso 2




Generalizacao - Caso 1

Considere uma subarvore
em que todos 0s nos
respeitam a
propriedade
AVL




Generalizacao - Caso 1

Uma insercao na subarvore X
faz com que o nd j perca a
propriedade AVL




Generalizacao - Caso 1

Rotacao simples a direita




Generalizacao - Caso 1

Rotacao simples a direita




Generalizacao - Caso 1

Propriedade AVL foi restaurada!



Generalizacao - Caso 2

Considere uma subarvore
em que todos 0s nos
respeitam a
propriedade
AVL




Insercao - Caso 2

Uma insercao na subarvore Y
faz com que o nG j perca a
propriedade AVL

Uma rotacao simples
a direita restaura
o balanceamento?




Insercao - Caso 2

Uma rotacao simples
a direita nao restaura
o balanceamento...
Agora o no k ficou
desbalanceado




Insercao - Caso 2

E necessario considerar
a estrutura da
subarvore Y...




Insercao - Caso 2

Y =nodicomas a
subarvores

VeW

>< h or h-




Insercao - Caso 2

-
- ~




Insercao - Caso 2

a 1°) rotacao a esquerda




Insercao - Caso 2

Depois, rotacao a direita




Insercao - Caso 2

Balanceamento foi
restaurado!




Arvores AVL

* Exemplo

—Inserir na arvore AVL abaixo os
seguintes elementos: 3,33,11 € 9




Arvores AVL

* Exemplo

—Inserir na arvore AVL inicialmente

vazia os seguintes elementos:
10,20,30,40,50,25,60,70,80 e 90



Arvores AVL

* Exemplo

—Inserir na arvore AVL inicialmente

vazia os seguintes elementos:
10,20,30,40,50,25,60,70,80 e 90



Implementacao

fb(1,0,-1)
info

sae | sad
\

Nao ha necessidade de armazenar a altura, apenas a diferenca
de altura, ou seja, o fator de balanceamento (fb), que tem que ser
modificado no caminho de insercdo, mesmo se nao sejam
realizadas rotacoes

Depois de ser realizada uma rotacio (simples ou dupla), ndo é
necessario voltar ao topo da arvore



Implementacao da insercao

* |Inserir como folha

— apenas 0s nos no caminho da raiz até o ponto de
Insercao podem ter mudanca na altura

— Assim, apos a insercgao, retorna-se até a raiz, no por
no, atualizando alturas
— Se o fator de balanceamento atualizado de um no é

de 2 ou -2, ajustar arvore realizando a rotagao
necessaria em torno do no



Remocoes

* Os problemas sao semelhantes aos das
Insercoes: podem ocorrer
desbalanceamentos

» Existem duas situacOes possivels:

— Caso 1: simples, quando o no6 removido € uma
folha ou tem apenas 1 descendente.

— Caso 2: o n6é removido possui as duas
subarvores.



Remover 4




Caso 1
e Remove o nod

« Percorre a arvore, de baixo pra cima, balanceando a subarvore
guando necessario



Rotacao simples
a direita

Caso 1
« Remove o n6

Percorre a arvore, de baixo pra cima, balanceando a subarvore
gquando necessario






Caso 2

« Troca pelo maior valor a esquerda (ou menor a direita)
« Removeond

» Percorre a arvore, de baixo pra cima, balanceando a subarvore quando necessario



Exemplo

Remover 6

. Gaa
O © N



Caso 1
 Remove o n6

« Percorre a arvore, de baixo pra cima, balanceando a subarvore
guando necessario



Rotacao a

G esquerda

(o
O © s

Caso 1
« Remove o n6

« Percorre a arvore, de baixo pra cima, balanceando a subarvore
gquando necessario



Remover 5 °



Caso 2

« Troca pelo maior valor a esquerda (ou menor a direita)
« Removeond

» Percorre a arvore, de baixo pra cima, balanceando a subarvore quando necessario






Problemas com as Arvores AVL

* Nem sempre uma rotacao simples (ou uma
dupla) resolve o problema de
desbalanceamento dos nos

 Podem existir casos em que o numero de
rotacoes exigido seja O(log n) para tornar
a arvore balanceada...

* Veja 0 exemplo a seguir, onde apos a
exclusao do nod d, diversas rotagoes sao
executadas na arvore...



Excesso de Rotacdes na Arvore AVL

o of
@@QO



Excesso de Rotacdes na Arvore AVL

/GD\
G{;} @ﬁ Q@

Rotacao dupla
esq(a)+dir(c)



Excesso de Rotacdes na Arvore AVL

NO e fica

Q desbalanceado
G FB(e) = -2



Excesso de Rotacdes na Arvore AVL

Rotacao simples:
esq(e)



Prés e contras de Arvores AVL

Pros:

1.
2.

Busca € O(log n) pois AVLs sao sempre balanceadas
Insercao e remogao também sao O(logn)

3. Aoperacao de balanceamento acrescenta apenas um fator

constante na complexidade de insercao

Contras:

1.

2.
3.

Dificuldade em programar & debugar; mais espaco para armazenar
o fator de balanceamento

Assintoticamente mais rapido, mas rebalanceamento gasta tempo
Maioria das grandes buscas sao realizadas em sistemas de bancos
de dados em discos e usam outras estruturas (ex., arvores B)



Material adaptado por Luis Marti a partir dos slides de José
Viterbo Filho que forem elaborados por Marco Antonio
Casanova e Marcelo Gattas para o curso de Estrutura de
Dados para Engenharia da PUC-Rio, com base no livro
Introducao a Estrutura de Dados, de Waldemar Celes,
Renato Cerqueira e José Lucas Rangel, Editora Campus
(2004).



